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Vorwort

Im Physikunterricht am Gymnasium und auch als ich im Rahmen des Schii-
lerstudiums Physik I und II an der UZH belegte, wurde mir die Mechanik
als eine sehr einfache Sache verkauft. Man bestimmt einfach die Summe der
Kréafte auf einen Korper und 16st die daraus resultierende Bewegungsglei-
chung analytisch. Als ich versuchte, dieses Verfahren auf eigene Systeme an-
zuwenden, merkte ich schnell, dass dieses Vorgehen fast ausschliesslich in den
speziell gewédhlten Problemen des Unterrichts funktionierte. Beim Erlernen
anderer Vorgehensweisen fiel mir auf, dass es keine kompakte Darstellung der
wichtigsten Methoden zur Beschreibung komplexerer dynamischer Systeme
gab. Das motivierte mich zu dieser Arbeit.

Diese Arbeit wére nicht zustande gekommen ohne meinen Betreuer Erich
Schurtenberger. Thm gilt daher ein besonderer Dank fiir seine stete Hilfsbe-
reitschaft.



Einleitung

Im Gymnasium wird zur Beschreibung eines dynamischen Systems von der
Newtonschen Mechanik ausgegangen. Man bestimmt die Bewegungsgleichung
eines Korpers also einfach, indem man die Summe der Kréfte, die auf ihn
wirken, bestimmt und diese mit mZ gleichsetzt. Diese Bewegungsgleichung
wird dann analytisch gelost und in einem einfachen Ort-Zeit-Diagramm dar-
gestellt. Bei jedem dieser Schritte treten Probleme oder Unvollstadndigkeiten
auf, wenn sie auf komplexere Systeme angewendet werden. Dort zeigt sich oft-
mals, dass die Vektoraddition der Kréfte sehr rechenintensiv ist. Ausserdem
sind die Bewegungsgleichungen in vielen Féllen analytisch nicht losbar. Zu-
dem haben komplexere Systeme oft viele Variablen mit teilweise komplexem
Verhalten, die nicht so einfach dargestellt werden kénnen. Ohne passende
Werkzeuge ist es schwierig, aussagekréftige Informationen iiber das System
zu erhalten. Diese Arbeit beschéftigt sich deshalb mit der Frage:

Wie konnen komplexe, dynamische Systeme beschrieben wer-
den?

Die Arbeit orientiert sich an drei Schwerpunkten, die sich aus den drei
oben genannten Problemen ergeben. Also: Wie kann die Bewegungsgleichung
effizient hergeleitet werden? Wie kann diese Bewegungsgleichung numerisch
gelost werden? Wie kdnnen die numerischen Resultate interpretiert werden?
In dieser Arbeit wurde die notige Literatur zusammengetragen, um diese
Fragen zu beantworten. Das erste Kapitel beantwortet die erste, das zwei-
te Kapitel die zweite und das dritte Kapitel die dritte Leitfrage. Zusétzlich
wurden die Methoden simultan zu ihrer Erarbeitung auf ein Leitbeispiel an-
gewendet. Als solches dient das planare, gekoppelte Federpendel.

Die Anwendungen wurden hauptséchlich mit Python implementiert. Der
Code zu den damit erstellten Abbildungen finden Sie in dem Appendix.



Kapitel 1

Lagrange-Gleichung

In diesem Kapitel soll der erste Schwerpunkt beantwortet werden. Namlich:
Wie kann die Bewegungsgleichung effizient hergeleitet werden? In der klas-
sischen Mechanik gibt es zwei Alternativen zur Newtonschen Mechanik. Der
Lagrange-Formalismus und die Hamiltonsche Mechanik. Die zweitere ist ei-
ne stark verallgemeinerte Theorie. Fiir ein System wie das planare gekop-
pelte Federpendel ist der Lagrange-Formalismus und die darin enthaltene
Lagrange-Gleichung die passende Wahl!. In diesem Kapitel soll daher die
Lagrange-Gleichung hergeleitet und auf das Leitbeispiel angewendet werden.

1.1 Einige Definitionen

Fiir die Herleitung der Lagrange-Gleichung miissen zuerst einige Begriffe ge-
klart werden.

1.1.1 Zwangsbedingungen

In vielen der betrachteten Vorgénge ist die Bewegung des Korpers nicht vol-
lig frei. Der Korper kann sich also nicht in allen Raumrichtungen uneinge-
schrinkt bewegen. Denken wir uns als Beispiel eine schnurgerade Schiene. Ei-
ne Eisenbahn auf dieser Schiene kann sich nur entlang der Schienen, d.h. einer
Dimension bewegen. Wenn man das kartesische Koordinatensystem (z,y, z)
in dem Beispiel so orientiert, dass die x-Achse parallel zu der Schiene liegt,

'Weil das System holonom ist. Was das genau bedeutet, wird sich spiter kliren.



dann konnte man die Zwangsbedingung folgendermassen ausdriicken:
y=0
z=0

Vorher hatte man also drei freie Variablen (z,y, z), die man berechnen muss-
te. Mit den Zwangsbedingungen hat man nur noch eine Variable x, man
konnte sie auch generalisiert Koordinate nennen. Die Anzahl an unbekann-
ten Grossen hat von 3 auf 1 abgenommen. Ausserdem braucht es auch Krifte,
die sicherstellen, dass der Zug tatsachlich auf den Schienen bleibt, diese nennt
man Zwangskrafte. Dies vereinfacht das Problem der Zugbeschreibung erheb-
lich, da nur noch eine Koordinate, ndmlich die x-Koordinate, beriicksichtigt
werden muss. Ausserdem sieht man hier schon, dass eine gute Wahl des Ko-
ordinatensystems wichtig ist, damit die Zwangsbedingungen ihre Wirkung
entfalten konnen.

Allgemein sind Zwangsbedingungen Regeln fiir das System, welches es auf
einen Teil aller moglichen Vorgéange beschréankt. Sie bedingen Zwangskrifte,
das sind Krifte, die sie in dem Teil der moglichen Vorginge halten.?

Diese Regeln konnen verschiedene Formen annehmen. Denken Sie sich ein
System aus N Teilchen in drei Raumdimensionen. Ohne Zwangsbedingungen
brauchte jeder Ortsvektor 7 drei Koordinaten, um ihn zu beschreiben. Also:

—

= (9517952,1'3)

Ty = (934,$5,$6)

N = (1’3N72, T3N-1, 953N)

Bedenken Sie, dass x; hier alle Arten von Koordinaten sein kénnen. Also z.B.
die Zylinderkoordinaten, Kugelkoordinaten oder kartesischen Koordinaten.
Holonom ist eine Zwangsbedingung, wenn sie in der Form:

f(flaf%"wf?)]\ﬁt) =0

geschrieben werden kann.® Die holonomen Zwangsbedingungen sagen also,
wie die einzelnen Koordinaten voneinander abhidngen. Wenn die Zwangsbe-
dingungen nicht in der Form dargestellt werden konnen, z.B. bei Ungleichun-
gen, dann wird sie nicht-holonom genannt.

2Serlo, 0.J.
3Serlo, o.J.



1.1.2 Generalisierte Koordinaten

Wenn ein System holonomen Zwangsbedingungen unterliegt, konnte man die
Zwangsbedingungs-Gleichung nach einer Koordinate auflésen und als Funk-
tion der anderen Koordinaten darstellen. So kann eine Koordinate durch eine
Funktion anderer Koordinaten ersetzt werden. Stellen Sie sich vor, wir haben
s holonome Zwangsbedingungen:

fn(fl,ii"g, ... ,ng,t) =0

mit n = 1,2,...,s. Dann konnte man pro Zwangsbedingung eine der Koor-
dinaten z; durch eine Funktion der anderen ersetzen, also eliminieren. Ins-
gesamt kann die benotigte Zahl also von 3N Koordinaten x1, zs, ..., x5y auf
3N — s neue generalisierte Koordinaten ¢, go, ..., @35 _s reduziert werden. Die-
se generalisierten Koordinaten sind diejenigen Koordinaten, die das System
beschreiben, ohne dabei voneinander abhéngig zu sein. Die N Ortsvektoren
nehmen dann die Form:

™ =71(q1,92, - -, @3N—s, 1)
7y = 75(q1,42; - - -, @3N —s, )
N =Tn(q1,q2, .-, @3N—s, 1) (1.1)

an. Sie werden also zu Funktionen der generalisierten Koordinaten. Doch das
kann am besten an einem Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel (Pendel) In diesem Beispiel betrachten wir ein einfaches Pendel,
das in einer Ebene schwingt (siehe Abbildung 1.1). Ziel ist es, die Bewegung
des Punktes P an der Spitze des Pendels mit Lange R auf moglichst einfache
Weise zu beschreiben, indem wir die voneinander abhéngigen Koordinaten
eliminieren. Dazu verwenden wir das Konzept der Zwangsbedingungen und
der generalisierten Koordinaten. Man hat N = 1 Teilchen und braucht somit
einen Ortsvektor. Der Ortsvektor hat also in kartesischen Koordinaten die
Form 7} = (x1, 22, x3). Nun kann man zwei holonome Zwangsbedingungen
erkennen. Da sich der Punkt auf einer Ebene und einer Kreisbahn bewegt,



gilt:
I3 — 0
i+ 1 - RP=0

Alle Faktoren, die mit x3 multipliziert werden, fallen somit weg. Die zweite
Gleichung kann man z.B. nach x5 auflésen und den Ortsvektor nur mit einer
Koordinate als Variable darstellen: 7, = (21, 1/ R? — 2%,0). Durch die Ein-
fiihrung geeigneter Koordinaten, namlich den Zylinderkoordinaten, lasst sich
das Problem weiter vereinfachen. Wenn das Problem in Zylinderkoordinaten
(r, o, x3) transformiert wird, werden die Zwangsbedingungen zu:

$3:0
r = R = konst.

x3 fallt wie vorher weg. Da r aber konstant ist, ist es keine Variable mehr,
sondern ein Parameter. Somit hat man keine Abhéngigkeiten mehr zwischen
den Koordinaten und « ist die generalisierte Koordinate ¢;. Es reicht al-
so die Koordinate « als Variable um die Position des Korpers eindeutig zu
bestimmen. Das vereinfacht die Berechnungen erheblich.

I\Xl

)(36

XV
=

P

Abbildung 1.1: Pendel, mit kartesischen Koordinaten (z1, z9, x3) und der ge-
neralisierten Koordinaten («).




1.1.3 Virtuelle Verschiebung

Eine virtuelle Verschiebung 07 ist eine mit den Zwangsbedingungen vertrag-
liche, instantane und infinitesimale Koordinatenverschiebung*. Sie steht im
Gegensatz zu der infinitesimalen Koordinatenverschiebung dr, die in alle
Richtungen gehen kann, also nicht zwingend mit den Zwangsbedingungen
vertraglich ist und wahrend einer Zeit dt lauft. Der Nutzen der virtuellen
Verschiebung besteht darin, dass sie die Zwangsbedingungen nicht verletzt,
selbst wenn diese zeitabhingig sind, da sie den durch die Zwangsbedingungen
definierten Raum nicht verlasst.

1.2 D’Alembertsches Prinzip

Das d’Alembertsche Prinzip ist die Grundlage der Lagrange-Mechanik. Man
kann das d’Alembertsche Prinzip als Annahme verstehen, unter welchen
die Lagrange-Mechanik funktioniert, d.h. die Lagrange-Mechanik beschrankt
sich auf Systeme, in welchen das d’Alembertsche Prinzip gilt. Es kann aber ge-
zeigt werden, dass das Prinzip allgemein fiir Systeme mit holonomen Zwangs-
bedingungen gilt, da im holonomen Fall die Zwangskréfte immer senkrecht
auf den virtuellen Verschiebungen stehen®. Das Prinzip sagt, dass die Zwangs-
krifte keine virtuelle Arbeit verrichten. Das heisst:

N
> Fon=0
i=1

Wobei F* die Zwangskraft ist. Die Erfiillung der Gleichung kann zwei Griin-
de haben. Entweder steht die Verschiebung senkrecht auf der Zwangskraft
(so im holonomen Fall), wodurch das Skalarprodukt verschwindet. Oder die
Summe der Arbeiten verschwindet. Das ist das ganze Prinzip. Es ist aber, wie
zuvor erwahnt, eine Annahme. Beispielsweise bei einem System mit Reibung
stimmt die Gleichung nicht mehr®.

Jetzt will ich noch eine niitzlichere Form des d’Alembertschen Prinzips
herleiten. Wir haben also verschiedene Kréfte. Einige davon sind Zwangs-
kréafte, andere nicht. Wir kénnen also die Kréfte F; aufteilen in Zwangskrifte

4Spektrum, 2000b.
5Qreiner, 2008, S. 249.
6Udwadia und Kalaba, 2001.
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FZZ und einen Rest F;“ — F,— F;Z. Diesen Rest F;“ nennt man die angewandte
Kraft. Somit gilt:

l

SR -om =Y (Fr+ Fe) - om

i=1 =1

~

In Kombination mit dem zweiten Newtonschen Axiom F’Z = mlﬁ erhélt man:

N N N
S mii o7 = Y Fe R+ Y Fr 67
=1 =1 =1

N N N
S mf - 07 = Y Feoi = Y o7
=1 =1 =1

Und wegen unseres Axioms des d’Alembertschen Prinzips ist die rechte Seite
Null. Somit kann das d’Alembertsche Prinzip auch geschrieben werden als:

i (i = F2) - 675 = 0 (1.2)

i=1

Der Vorteil dieser Formulierung des d’Alembertschen Prinzips besteht dar-
in, dass sie die Aufstellung der Bewegungsgleichungen ermoglicht, ohne dass
die Zwangskréfte explizit berechnet werden miissen. Die Herausforderung
liegt jedoch in der Bestimmung von 07, da es sich dabei um eine virtuelle
Verschiebung handelt. Es muss also mit den Zwangsbedingungen vertraglich
sein. Man muss das Koordinatensystem also so transformieren, dass 07; nie
der von den Zwangsbedingungen eingeschrankte Raum verlassen kann. Man
sucht also ein Koordinatensystem, in welchem sich die variablen Koordinaten
frei verandern konnen. Oder anders gesagt, das Koordinatensystem, in wel-
chem die Koordinaten unabhéngig voneinander sind. Die Losung fiir dieses
Problem sind die generalisierten Koordinaten. Denn sie erfiillen genau diese
Anforderungen.

Beispiel (Verbundene Massen auf schiefer Ebene) In diesem Beispiel
soll das d’Alembertsche Prinzip angewendet und damit die Bewegungsglei-
chung ermittelt werden. Das Beispiel wurde aus der Quelle” genommen.

7Greiner, 2008, S. 250-251.
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Abbildung 1.2: Zwei Massen auf schiefer Ebene, verbunden durch ein Seil

In dem zu betrachteten System liegen zwei Massen auf einer Ebene mit
einem gewissen Steigungswinkel o und (. Ausserdem sind die beiden Mas-
sen durch ein Seil verbunden. Wir legen das Koordinatensystem entlang der
jeweiligen Steigung mit dem Ursprung an der Spitze. Die beiden Massen wer-
den also durch zwei Koordinaten /; und Iy beschrieben, also 7} = (I;) und
75 = (l). Wegen der Konstanz des Verbindungsseils gilt die Zwangsbedin-

gung:

i+l =1
Und somit:
o0ly = —6l,
und . .
= -1y

so konnen wir [y durch [; ersetzen. Wir brauchen also eine generalisierte
Koordinate [; um das System vollstéandig zu beschreiben. Somit kénnen auch
die totalen Kréfte schreiben als:

maiTy = mily

m2772 = maly = —maly

Das d’Alembertsche Prinzip lautet:
<m1771—ﬁ1a)(5l_i+(m2f’2—ﬁ2“>(5l;:0 (13)

Die angewandten Kréfte ﬁf und F"; sind gegeben durch die zu der Ebene
parallelen Anteile der Gewichtskraft. Also

F' = mygsina

12



F;“ = Mmogsin 3

Setzen wir alles in diese Gleichung 1.3 ein, so folgt:
(mlfl — mygsin Oz> <Ol + <m2fz — magsin ﬁ) ~0la =0
Bzw. mit den Zwangsbedingungen:
(mlfl — mygsina + mgi + Mag sinﬁ) 0li =0

oder: ) )
é—'» migsina — magsin 8
1 pu—

my + Mo
Wir haben also ein Koordinatensystem gewéhlt, die Zwangsbedingungen be-
stimmt, damit die generalisierten Koordinaten entwickelt, um sie fiir die vir-
tuelle Verriickung in dem d’Alembertschen Prinzip einzusetzen, das wir dann
zu einer Bewegungsgleichung umformen.

1.3 Herleitung Lagrange-Gleichungen

Das Problem des d’Alembertschen Prinzips ist es also, §7; durch generalisierte
Koordinaten auszudriicken. Da 7; nach Gleichung 1.1 eine Funktion von ¢,
ist (mit o = 1,2,...,3N — s) kann 67; mithilfe des totalen Differentials in
Bezug auf die Variation dq, ausgedriickt werden:

3N—s N

5F; = ; a—;"iaqa

nach einsetzen in Gleichung 1.2 ergibt es:

N . 3N —s 87?
Z(miﬁ—Fi‘l)- L 8¢, =0

(0%
i=1 a=1 0da

Was umgeformt werden kann zu:

3N —s N =
> (35 (- ) 5 ) oo

a=1 i=1

13



Da die einzelnen dq, per Definition unabhéngig voneinander sind, kann die
Gesamtsumme nur dann fiir alle moglichen o Null sein, wenn jeder Term
innerhalb der Klammern einzeln Null ist. Deshalb kann man schreiben:

N . oF
Z (miﬁ- — Ff) . —2 =0 fiir jedes a
i=1 04a
Damit: N
. OF o, OF
S (i g = ) =0 (L4)
P 94 9o
Nun wollen wir uns auf den ersten Term konzentrieren. Wir addieren und

subtrahieren Zf\;l (mzfZ . %gf) gleichzeitig und wenden die Produktregel

umgekehrt an:
d/ N ~n( . dOF\ [ - dOoF
7 (mm) E7R + ;:1 <mm : %8(]&) - ;:1 (mm : ana

N N
d -, OF, - d oF,
B Z dt (m"”a_%) -2 (m"” ' %aqa)

=1

Wenn wir 7; = @; definieren kann die Reihenfolge der Differentiation beziiglich
t und ¢, vertauscht werden®:

4 (oR _ 0 (4R o
dt \9qs ) Ogo \ dt ]  0Oqa

und mit der Identitét?:

oF, 0%
e Oda

Kann der obige Term umgeformt werden zu:

pa 1l 3(1@ - ’ dt 7 zaqa — 1 Y1 aqa
0 (1
(aqaz e )—8—%(&%)

=1

_afory_or )
n dt 0qq s '
8Greiner, 2008 S 253.

MDar; =Y 2 qa+at undg:;’;:O

aaq
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Wobei T die kinetische Energie ist, mit:

N 1 N
=1 i=1

Nun schauen wir uns den zweiten Term der Gleichung 1.4 an. Gehen wir also
davon aus, dass F* eine konservative Kraft ist. Somit kann F;* per Definition
als negativer Gradient des Potentials V (7, 7, ..., 7) geschrieben werden?:

L ov

Damit ist nach einsetzen in den zweiten Term aus Gleichung 1.4 und der
umgekehrten Anwendung der Kettenregel:

N - N -
Zﬁa.a’f}:_za‘f.a’f‘i:_a_v
i 8Qa i ari aCZoz aQa

Wenn wir nun diesen Term und den Term aus Gleichung 1.5 in Gleichung
1.4 einsetzen ergibt es:

=0

E 3q'a aqa * aQa
Und da V nur von der Position abhéngt, gilt:

o _g_a (v
e dt \9qa

Somit kann man schreiben:
i 5’_T B i ov B oT . ov 0
dt \0q, )] dt \9q,) 0qu  Oqu

Mit der Summenregel gilt:

d oT —-V) B oT—-V)
dt o 0a
Wenn wir die sogenannte Lagrange-Funktion definieren als L =T — V' kann
man die Lagrange-Gleichung schreiben:

L L
dit (g—qa) — g—qa =0 fiir jedes «

10Universitit Innsbruck, o.J. S.3.

d <8T) _or ov

=0
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1.4 Bewegungsgleichung des gekoppelten, pla-
naren Federpendels

Im Folgenden soll mit der vorher hergeleiteten Lagrange-Gleichung die Bewe-
gungsgleichungen eines gekoppelten planaren Federpendels (Abbildung 1.3)
ermittelt werden.

In diesem System gibt es zwei um einen Abstand M voneinander getrenn-
te Drehachsen. An diesen Achsen sind jeweils masselose, starre Pendel mit
Lange ry und ry befestigt und am Ende dieser Pendel sind die Massen m;
und ms befestigt. Die beiden Massen und damit auch die beiden Pendel sind
mit einer Feder der Lange [, der Ruheldnge [y und der Federkonstante k ver-
bunden.

G

Abbildung 1.3: Schematische Darstellung eines planaren Federpendels
Unser Ziel ist es, die Bewegung der beiden Massen m; und my zu ermitteln.
Dafiir folgen wir diesen drei Schritten:

1. System in generalisierten Koordinaten transformieren

2. Lagrange-Funktion L = T' — V in generalisierten Koordinaten aus-
driicken

3. Lagrange-Funktion in die Lagrange-Gleichungen einsetzen und auflo-
sen.

Fiir Schritt 1 miissen wir die Zwangsbedingungen bestimmen, um zu verste-
hen, wie die generalisierten Koordinaten aussehen miissen. Fiir dieses System
lassen sich 4 holonome Zwangsbedingungen bestimmen:

21,2 = 0

16



w4y —ri=0
(2 — M)* + (yo— M)> =15 =0

Sie beruhen darauf, dass das System einerseits planar ist und andererseits die
Massen aufgrund der Natur eines starren Pendels eine konstante Lange zu ih-
rer Drehachse haben. Aufgrund dieser s = 4 holonomen Zwangsbedingungen
sollte das System von 3N = 3-2 = 6 kartesischen auf 3N —s = 6—4 = 2 gene-
ralisierte Koordinaten reduziert werden konnen. Wie fast immer im Pendelfall
sind Polarkoordinaten die richtige Wahl fiir generalisierte Koordinaten. Das
System braucht nur zwei Winkelangaben als Variablen, um es vollstédndig zu
beschreiben. Damit kann man die Transformationsgleichungen von kartesi-
schen zu Polarkoordinaten bestimmen:

r1 = —siny-r

Yy = COS7Y - T

Lo = —sinf - rq
Yo = M + cosf - 1o

Nun kommen wir zu Schritt 2. Wir miissen die Lagrange-Funktion bestim-
men, wofiir wir die Kinetische und potentielle Energie brauchen. Aus den
Transformationsgleichungen kann man die Geschwindigkeiten bestimmen, die
wir fiir die kinetische Energie der Lagrange-Funktion brauchen:

Ty = —COS7Y- Y- T

Yr=—siny-7y -1

Tog = —cos@-é-rg

Yo = —sinﬁ-é‘rg
Somit ist die kinetische Energie:

1 . . 1 . .
T= §m1($21) + 1) + §m2($3 +73)
1 1.
=5mM A2 rd 4 g™m2 0% r3
Nun wollen wir die potentielle Energie V' in generalisierten Koordinaten be-

stimmen. V ist in diesem Fall ausschliesslich durch die potentielle Energie der

17



Feder gegeben. Wenn [ den Abstand von den zwei Pendelspitzen bezeichnet,
dann ist:

L= — 7| = (22 — 21)2 + (y2 — 11)?

= \/(—sine-r2+sinfy-r1)2+ (COSQ-T2+M—COS’y-r1)2

Die Auslenkung Al ist gegeben durch:

Al=1-1

Az:xﬂ—sm94a+smv-mf+%aﬁ943+ﬂf—0%7-ﬁf—Jo

Fiir die potentielle Energie gehen wir von einer linearen Abhéingigkeit der
Federkraft zur Auslenkung aus, d.h.:

1
Vzé-k-Ava

1 2
= 5/6 (\/(—sinﬁ-m—i-sinfy-rl)Q—i- (cos@ -1y + M — cosy - r1)° —lo>

Mit der potentiellen und kinetischen Energie in den generalisierten Koordi-
naten ausgedriickt, kann man die Lagrange-Funktion L bestimmen:

L=T-V

1 1 .
zémﬁ%f + §m2927“§

. 2
- 5]{: (\/(— sind - ry +sin7-7‘1)2+ (cos O -1y —I—J\/[—COSW'H)2 —lo)

Nun konnen die Bewegungsgleichungen ermittelt werden, indem die hier ent-
wickelte Lagrange-Funktion in die Lagrange-Gleichung einsetzt:

doL oL
dtog 00
doL oL
datoy oy



Mit Python berechnet!! und von Hand vereinfacht ergibt das:
kly (M sin(y) + rasin(y — 0))

! :r1m1 VM2 4+ 2M (ry cos() — ry cos(y)) + 1?2 + 13 — 2ryry cos(y — 0)
_ Mksin(y)  krysin(y — 6) (1.6)
rimy rmy
i klo (—M sin(0) + r1sin(6 — 7))

_r2m2\/M2 + 2M (rycos(0) — 1 cos(y)) + r3 + r: — 2ryry cos(y — 6)
N MFk sin(0) N krysin(y — 0)
T2M T2M2

(1.7)

1.4.1 Anmerkung zu den Bewegungsgleichungen

Die hergeleiteten Bewegungsgleichungen sind gekoppelte, gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung!'?. Aufgrund der trigonometrischen Funk-
tionen, der multiplikativen Zusammenhénge und der Wurzelfunktion weisen
die Gleichungen starke Nichtlinearititen auf'?.

Ich mochte jetzt kurz eine Intuition dafiir geben, warum es nicht sinnvoll
ist, nach einer analytischen Losung zu suchen, sondern das System nume-
risch zu l6sen. Wenn wir untersuchen wollen, ob die Gleichungen analytisch
l6sbar sind, miissen wir uns ansehen, was das genau bedeutet. Im Grunde
bedeutet eine analytische Losung einfach, dass die Losung durch bestimmte,
als elementar definierte Funktionen ausgedriickt werden kann. Die Liouville-
Losbarkeit beispielsweise lasst Komplexe Zahlen und die logarithmische Er-
weiterung zu'? 5. Die Losbarkeit ist also durch die limitierte Anzahl an
elementaren Funktionen eingeschréankt. Selbst wenn eine Losung mit irgend-
welchen konstruierten Funktionen moglich wére, wéren sie oft zu kompliziert,
um charakteristische Eigenschaften des Systems zu erkennen'. Ausserdem
wird das Problem nur darauf verschoben, diese neuen Funktionen numerisch
zu ermitteln. Daher ist es am einfachsten, ein solches System direkt nume-
risch zu berechnen.

Hgijehe Appendix

12Liidde, 2000, S.4.

13Liidde, 2000, S. 18.

14Khovanskii, 2018, S. 6.

15Nach ihr wire unser System nicht 16sbar, was hier aber aufgrund des eingeschrinkten
Rahmens nicht hergeleitet wird.

16Jordan und Smith, 2007, S. 1.

19



Kapitel 2

Numerische Methoden

Das System soll also numerisch bestimmt werden. In diesem Kapitel sollen
die grundlegenden Ideen:

1. Tteration
2. Runge-Kutta-Ansatz
3. Koeffizientenbestimmung durch Vergleich der Taylorentwicklung

eines numerischen Verfahrens und speziell eines Runge-Kutta-Verfahrens vor-
gestellt werden. Da die Herleitung des schlussendlich verwendeten Verfahrens
sehr langwierig und nicht sonderlich fruchtbar ist, wird es fiir einen einfa-
cheren Fall gemacht. Diese Herleitung kann aber analog auf die Herleitung
anderer Runge-Kutta-Verfahren angewendet werden. Das letztlich verwende-
te Verfahren verwendet zudem eine automatische Schrittweitenkontrolle, die
jedoch nicht erlautert wird. Ausserdem wird fiir eine bessere Intuition von
numerischen Methoden das explizite Eulerverfahren erklért. Die Herleitung
wurde inspiriert durch diese Quelle!.

2.1 Grundlegende Ideen der Runge-Kutta-Verfahren

2.1.1 Ausgangslage

Unsere Bewegungsgleichungen 1.6 und 1.7 konnen wir mit einem Trick als vier
Differentialgleichungen erster Ordnung schreiben. Dafiir setzen wir ¥ = z;

LCryer, 2008.
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und 6 = z5. Dann kénnen wir unser System schreiben als:

Y=z
z21=f(v,0)
0= 2
Z9=g(7,0)

Unser Ziel ist es v(t), z1(t), 0(t) und 2o(t) fiir gewisse Anfangsbedingungen
herauszufinden. Wir kénnen das System kompakt darstellen als:

— () = F(Z(t),1) (2.1)
mit
Y Z1
w0 = |2, Faw.n= "0
22 g(7,0)

mit gewissen Anfangsbedingungen #(tg) = x¢. Das ist ein Beispiel fiir ein
System sogenannter Anfangswertprobleme?. Das kann verallgemeinert wer-
den, wenn wir einen Zustandsvektor ¢(¢) und dessen Ableitung f(q(t),t) de-
finieren. Zur spiteren Ubersichtlichkeit werden Sie in dieser einfachen Form
gezeigt, d.h. ohne Vektorpfeil. Dann handelt es sich allgemein um ein An-
fangswertproblem, das in der folgenden Form geschrieben werden kann:

Sat) = Fa(t). 1),
q(to) = qo

Mit dem Endpunkt ;. Gesucht ist ¢(ts).

Unser Ziel ist es, das ¢(t) zu finden, fiir das die Anfangsbedingungen gelten.
Fiir verschiedene Anfangsbedingungen ¢(t(), die man wéhlt, gibt es verschie-
dene Funktionen, ¢(t) die die Bewegung des Korpers beschreiben. Jedem Vek-
torpunkt ¢(¢) wird ein Vektor f(q(t),t) zugeordnet. Die erste Gleichung be-
schreibt also ein Vektorfeld. f(q(t),t) sagt uns die Anderungsrate und Ande-
rungsrichtung des Vektors ¢(t) aller Bahnpunkte aller Bahnen. Es beschreibt
also die Bahn, entlang der sich der Koérper mit bestimmten Startwerten be-
wegt. Bei einer moglichen numerischen Methode wire also unser Ziel, die

2Mathepedia, o.J.
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Bewegung eines Korpers im Vektorfeld mit Startpunkt ¢(¢y) moglichst genau
zu folgen. Doch das sieht man am besten an einem Beispiel.

Beispiel (Vektorfeld) Ein einfaches eindimensionales Beispiel fiir ein An-
fangswertproblem wére:

Yy, z) =ya* —y

Mit der Anfangsbedingung:
y(1) =1

y ist in diesem einfachen Fall nur 1-dimensional. Die erste Gleichung ord-
net also jedem Punkt (x,y) einen Vektor ¢(z) zu. Wie Sie in Abbildung 2.1
sehen konnen, bestimmen diese Vektoren Bahnen. Die Anfangsbedingung be-
stimmt, welche der Bahnen genommen wird. Durch Separieren der Gleichung
und Integrieren beider Seiten ergibt sich die Losung:

y(w) = Ces™™ 9

Die Integrationskonstante C' kann man nun so modulieren, dass die Anfangs-
bedingung erfiillt wird. Mit C' = e’ ergibt sich als Losung fiir unser Anfangs-
wertproblem.

y(x) _ e%(x373m+2)
Wie Sie in Abbildung 2.1 in Rot sehen konnen, folgt diese Funktion einer
Bahn des Vektorfeldes, wobei sie die Anfangsbedingung erfiillt.
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Abbildung 2.1: Vektorfeld fiir y(z) = yz* —y und in Rot die Funktion y(x) =

e3(@*=3242) welche das Anfangswertproblem erfiillt.

2.1.2 Iteration

Idee 1: Eine Idee besteht darin, das Intervall [to, t¢] in Teilintervalle ¢y < ¢; <
ty < ... <t =1y zu unterteilen und q(ty), q(t,), q(ty), ... , q(t;) (auf
andere Art geschrieben: qo, ¢1, ¢2, ... , qr) sukzessive zu bestimmen. Damit
haben wir das Problem in viele kleine Teilprobleme unterteilt. Wir haben es
sozusagen von einem globalen in ein lokales Problem verwandelt. Allgemein
kann zur Berechnung eines dieser Teilprobleme der Ansatz:

q(t + At) = q(t) + At®,(q(t), t) (2.2)

verwendet werden. Das allein hilft einem aber noch nichts, da man die Funk-
tion ®,,(q(t),t) nicht kennt. ®,,(q(t),t) miisste die Anderungsrate zwischen
den Punkten ¢(t) und ¢(¢ + At) sein. Eine perfekte Losung, d.h. eine Losung
ohne Fehler fiir ®,,(¢q(t),t) séhe also folgendermassen aus:

q(t + At) —q(t)
A(q(t),t) := At , falls At #0
f(q(t),t), falls At =0

(2.3)
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Zu beachten ist, dass ®,, = A nichts bringt, da es nach einsetzen in
Gleichung 2.2 per Konstruktion zu dem Ausdruck q(t+At) = ¢(t+At) fiihrt.
Das zeigt auch, weshalb A(q(t),t) eine perfekte Losung ist. Der Nutzen der
Konstruktion ist, dass damit Fehler F} eines Iterationsschrittes eines noch
zu bestimmenden ®,,(q(t),t) durch:

Fr = A(q(t),t) — Prlq(t), 1) (2.4)

ermittelt werden kann. Diesen Fehler eines Iterationsschrittes nennt man auch
den lokalen Fehler. Dem gegeniiber steht der globale Fehler. Er ist der Un-
terschied zwischen dem numerisch berechneten und dem wahren Endewert.
Damit kénnen wir unsere Anforderungen an das numerische Verfahren etwas
spezifizieren.

Ziel: Unser Ziel ist es, eine Konstruktion fiir ®,,(¢(t),t) zu finden. Da-
bei sollte sie effizient sein, d.h. einen mdoglichst kleinen Fehler bei moglichst
kleinem Rechenaufwand besitzen.

Der kleine Rechenaufwand soll dadurch erreicht werden, dass das Verfah-
ren keine Ableitungen von f(q(t),t) enthalten soll. Spéter werden wir auch
eine Idee fiir die Kontrolle des Fehlers bekommen.

2.1.3 Runge-Kutta-Verfahren

Idee 2: Die Runge-Kutta-Methoden verwenden einen bestimmten Ansatz fiir
®,,(q(t),t) und damit auch fiir g(t+At). Dieser Ansatz wird im Folgenden di-
rekt und ohne Erlduterung dargestellt und erst danach wird erlautert, woher
die einzelnen Teile stammen. Hier zeige ich eine leicht vereinfachte Version
des Ansatzes:

Dun(a(t), t) = D biki (2.5)

und damit:

q(t+ At) = q(t) + ALY bk (2.6)
i=1
Die k; sind die sogenannten Stufen, die wie folgt definiert sind:

24



Ausgeschrieben sehen die Stufen folgendermassen aus:

ki = fla(t),1),
ke = f(q(t) + agki1 At t + asAt),
kg = f(q<t> + angAt, t+ agAt),

km = f(q(t) + amkm_ 1ALt + a, At) (2.8)

a;, b; sind noch zu ermittelnde Konstanten. k; sind Vektoren. Das sieht kom-
plizierter aus, als es ist. Die k; sagen einem grundsatzlich einfach den Vektor
f(q(t),t) an verschiedenen Punkten. Diese Punkte werden durch das vor-
herige k, d.h. durch k;_; ermittelt. Das Vorgehen wird in Abbildung 2.2
schematisch visualisiert. Als Erstes wird k; = f(q(t),t) ermittelt. Das ent-
spricht der Anderungsrate am Punkt ¢(¢). Dann nimmt man an die Kurve
geht in einer geraden Linie weiter, also mit einer Steigung k; und ermittelt
so den néchsten Punkt zur Zeit t + aAt als q(t) + agk; At. Falls die Kurve
aber eine Kriimmung hat, landet man nicht auf der gesuchten Kurve, sondern
man befindet sich auf einer anderen Bahnkurve, die aus anderen Anfangs-
bedingungen resultiert. Die Hoffnung ist, dass bei geniigend kleinem At die
Abweichung nicht gross ist. An diesem neuen Punkt (q(t) + agki At, t + as At)
ermittelt man ko = f(q(t) + ask1At,t + asAt). Mit ko findet man mit der
gleichen iterativen Methode k3, damit k4 usw. bis man k,, gefunden hat.

4
(‘{ troy &

c‘(“"lh.ﬂ'n

r

@1

i 4 s + 4
Al -L}O,,\-B"’ $+ayat ‘!pr

Abbildung 2.2: Vereinfachte Darstellung der ersten drei Schritte eines allge-
meinen Runge-Kutta-Verfahrens. ¢ ist im Allgemeinen ein Vektor, hier wird
er 1-dimensional dargestellt.
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Die Gleichung 2.5 soll die verschiedenen k; so kombinieren und mit den
b; gewichten, dass ihre Summe moglichst genau der Steigung der Verbin-
dung zwischen ¢(t) und q(t + At) entspricht. Es ist ein gewichtetes Mittel.
Es stellt sich also die Frage nach der Wahl der Koeffizienten a;, b;. Sie sol-
len, wie in unserem Ziel gesagt, so gewéahlt werden, dass der lokale Fehler
Fr = A(q(t),t) — ®,,(q(t),t) moglichst klein bleibt. Um den Fehler zu be-
rechnen, muss A und ® vergleichbar gemacht werden.

2.1.4 Taylorreihen von ®,,(q(t),t) und A(q(t),t)

Idee 3: Die dritte Idee besteht darin, ®,,(q(t),t) und A(g(t),t) durch eine
Taylorreihe anzundhern und dann zu vergleichen, um die Koeffizienten a;, b;
so zu bestimmen, dass der lokale Fehler minimiert oder die Ordnung des Feh-
lers maximiert wird (das ist identisch, weil At < 1 ist). Um ein numerisches
Verfahren mit lokaler Genauigkeit der Ordnung O(A#?™!) zu haben, miissen
die ersten p Terme die Taylorentwicklungen von ®,,(q(t),t) und A(q(t),t)
iibereinstimmen. Das nennt man ein Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p
oder kurz RKp.

Zuerst soll die Taylorreihe von A(q(t),t) (Gleichung 2.3) bestimmt wer-
den. Hierfir wird die Taylorreihe von ¢(t + At) bestimmt. Zur Erinnerung:
die Taylorreihe von ¢(t,) einem Punkt ¢, ist®:

- B p q(n)(to) B " O(A prl
Q(tv) - Z n! (tv tO) + ( 15 )
n=0 ’

Obwohl ¢(t) ein Vektor ist, kann die klassische Taylorentwicklung verwendet
werden, da jede Operation komponentenweise durchgefiihrt wird. Im Prin-
zip wird also jede Komponente einzeln entwickelt. Da man eine unendliche
Summe mit p — oo nicht immer berechnen kann, nimmt man oft nur die ers-
ten p Terme und vernachléssigt alle Terme hoherer Ordnung. Dadurch ergibt
sich ein Fehler. Das sogenannte Restglied O(AtP*1) reprisentiert diese Ter-
me hoéherer Ordnung und gibt den Fehler an, der dabei in Kauf genommen
wird. Wie genau dieses Restglied angenéhert werden kann, ist eine andere
Frage. Intuitiv kann aber gesagt werden, dass je grosser die Ordnung des
Restglieds, desto kleiner der Fehler. Wenn man nun das Taylorpolynom von

3Deiser, 2024.
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q(ty) um den Punkt ¢y = ¢ bis zur dritten Ordnung entwickelt und fir die
Variabel t, =t + At setzt, ergibt das:
At? At?

q(t + At) = q(t) + (t)At + q'(t)7 + 'g‘(t)? + O(AtY)

Damit ist:

Agtt). ) = L9053+ 502+ oar)

Da wir die Funktion ¢(t) nicht kennen, wollen wir dafiir f(q(t),t) einsetzen:

At . At?

A(q(t),t) = fa(t),t) + fla(t), 5 + [la(®), )=+ O(AF)

Beachten Sie hier, dass f eine Funktion von ¢(t) und ¢ ist. Unter Verwendung
der Produkt- und Kettenregel ergibt es fiir die zeitlichen Ableitungen von f:

f: qu + ft
F= faaf> + 12 + fofi + 2fu + fu

Beachten Sie die kurze Schreibweise fiir partielle Ableitung: Beispielsweise
ist f; = g—{ die partielle Ableitung jeder Komponente von f nach der Zeit. f,
ware g—f; die Jacobi-Matrix von f nach ¢*.

Damit wird A(g(t),t) zu:

At At?
A(Gt).0) = £+ (of + 105+ Gl + F27 + Jufi+ 26+ fa) % + O(AF)
(2.9)
Nun wollen wir das Taylorpolynom von ®,,(q(t),?) aus Gleichung 2.5 entwi-
ckeln. Dafiir entwickeln wir Gleichung 2.7, indem wir f(z,y) um den Punkt

(20, yo) entwickeln und dann (q(t)+a;k;—1 At, t+a;At) einsetzen. Erinnern Sie
sich hierfiir an die Taylorentwicklung fiir Gleichungen mit zwei Variablen®:

f(x,y) = f(x0,%0) + <fx($0, Yo)(x — o) + fy(zo,v0)(y — yo))

b5 (Ferlro,30) (2 = 20)? + 2fuy(r0,30) (& — 70) (5 — ) + Funl0,30) (o — 90)°)

+ O(At?)

4Studyflix, o0.J.
SWagner, o.J.
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Auch sie gilt auch fiir vektorielle Funktionen, da jede Operation komponen-
tenweise durchgefiihrt wird. Mit = = q(t) + a;k;_1At, y = t + a;At und
xo = q(t), yo = t ergibt es:

f(q(t) + aik:i_lAt, t + aZAt) = f + fqaik‘i_lAt + ftaiAt
1
+ é(qu(aiki,lAt)Q + 2fqtki,1G12At2 + ftt(aiAt)z)

+ O(At?)
(2.10)

Wir haben ®,,(q(t),t) und A(q(t),t) mit Taylorreihen angenéhert. Nun kann
die Differenz der beiden Gleichungen gebildet werden, um somit den lokalen
Fehler zu berechnen (Gleichung 2.4) und dann zu minimieren. Das héngt
aber noch davon ab, wie viele Stufen man in Gleichung 2.5 verwenden mé&ch-
te. Denken Sie hier noch einmal an die Forderung nach Effizienz, die wir in
unserem Ziel beschrieben haben. Wir wollen moglichst wenig Rechenaufwand
fiir einen moglichst kleinen Fehler. Die genaue Abschétzung davon ist pro-
blemabghéngig, doch ich mochte jetzt eine Intuition dafiir geben. Je mehr
Stufen verwendet werden, desto hoher der Aufwand. Wenn ich ein 1-stufiges
Verfahren gegeniiber einem 4-stufigen Verfahren verwende, ist der Rechen-
aufwand des 4-stufigen Verfahrens etwa 4-mal hoher. Gleichzeitig kann das
4-Stufige Verfahren aber eine deutlich grossere Schrittweite verwenden, da
die Ordnung des lokalen Fehlers viel kleiner ist. Wenn das 1-stufige Verfah-
ren eine Schrittweite von 0.0001 verwendet, ergibt das einen lokalen Fehler
O(At) = 0(0.0001). Das 4-stufige Verfahren erreicht die gleiche Genauigkeit
mit einer Schrittweite von 0.1: O(At*) = O(0.0001). Obwohl das 4-stufige
Verfahren also pro Schritt 4-mal so viel Rechenaufwand braucht, braucht es
100-mal weniger Schritte um auf die gleiche Genauigkeit zu kommen. Die
Potenz "besiegt"das Lineare. Diese Logik funktioniert aber nur bis zu einer

bestimmten Grenze, da die Stufenzahl schneller wachst als die Ordnungs-
zahl®.

2.2 Beispiele Runge-Kutta-Verfahren

Im Folgenden werden die im letzten Abschnitt entwickelten Methoden ange-
wendet, um zwei der einfachsten Runge-Kutta-Verfahren herzuleiten und zu

SEggert, 2007, S. 56.

28



erklaren. Zunéchst wird das sogenannte explizite Euler-Verfahren (ein Runge-
Kutta-Verfahren 1. Ordnung) vorgestellt, um ein Gefiihl fiir die numerischen
Verfahren zu bekommen. Dann wird das Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung
hergeleitet, um zu verstehen, wie die Herleitung funktioniert.

2.2.1 Explizites Eulerverfahren

Um ein Gefiihl fiir numerische Methoden zu bekommen, soll jetzt der ein-
fachste Fall der Runge-Kutta-Verfahren betrachtet werden, nédmlich wenn
man nur eine Stufe verwendet, d.h. bei Gleichung 2.6 m = 1 setzt. Historisch
wird die Methode nicht als Runge-Kutta-Verfahren bezeichnet. Man nennt
es das explizite Eulerverfahren.

Wenn wir bei Gleichung 2.6 m = 1 setzen, ergibt es fiir ®:

D1(q(t),t) = biks = by f(q(t),t)

Jetzt wollen wir die Koeffizienten so wahlen, dass es moglichst effizient ist.
Da die Anzahl Stufen und damit der Rechenaufwand fiir ein gegebenes At
unverdanderlich ist, miissen wir die Koeffizienten so bestimmen, dass der Feh-
ler minimiert oder anders gesagt die Ordnung des Fehlers maximiert wird.
Nach Idee 3 verwenden wir also die Taylorentwicklung von A und ®4(¢(¢),?).
Da bei ky der Faktor a; = 0 ist (siche Gleichung 2.8), ist die Taylorentwick-
lung von ky bzw. von ®;(q(t),t) gleichwertig mit der obigen Gleichung (siche
Gleichung 2.10). Ausserdem wird es reichen, die Taylorentwicklung von A

aus Gleichung 2.9 nur bis zur zweiten Ordnung aufzuschreiben. Der lokale
Fehler (siehe Gleichung 2.4) ist also:

Fu= D@y = (14 (ff + )50~ bif +O(aF)
= (b fuf + R+ O(ar)
Dieser Ausdruck wird minimiert, wenn
by =1

da mit dieser Koeffizientenwahl der erste Term vollstdndig wegféllt. Daraus
ergibt sich der lokale Fehler:

P = (f + f0 50+ 0(ar) = 0(1?)
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und:
Py = f(q(t), )

Damit haben wir ein erstes numerisches Verfahren zur Losung eines Anfangs-
wertproblems.

Jetzt werde ich noch einmal Schritt fiir Schritt erkléren, wie das Verfahren
genau funktioniert, bzw. wie das Verfahren fiir ein Anfangswertproblem mit
einem Anfangswert ¢(ty) = qo auf ¢(¢;) kommt.

Zuerst wird eine Schrittweite At gewéhlt und das Intervall [¢(¢o), ¢(t/)] in
% gleich grosse Teilintervalle unterteilt. Nun werden sukzessiv die Funk-
tionswerte von ¢(t + At)), angefangen mit dem Anfangswert ¢(¢y) = go und

der oben entwickelten Iterationsformel, bestimmt:
q(t + At) = q(t) + At f(q(t), 1)
Und anschaulicher geschrieben:
te = to + kAt

Gr+1 = Qe + Atf(qx, tr)

mit £ € N. Wie in Abbildung 2.3 schematisch dargestellt wird bei dieser
Methode davon ausgegangen, dass dir néchste Iterationspunkt der Funktion
fiir ein kleines At durch eine Tangente an dem vorangegangenen Iterations-
punkt angenéhert werden kann. Ein Iterationsschritt verursacht einen Fehler
O(At?). Das ist im Vergleich zu anderen numerischen Verfahren allerdings
nicht besonders gut.
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Abbildung 2.3: Schematische Darstellung eines Iterationsschrittes eines ex-
pliziten Eulerverfahrens. ¢ kann allgemein auch mehr als nur eine Dimension

haben.

2.2.2 Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung

Das Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung verwendet zwei Stufen. Wir setzen
in Gleichung 2.5 also m = 2:

2
Oa(q(t),t) = Y biki = biky + baks

i=1

= b1f<q(t), t) —+ be(Q(t) + CLleAt, t+ CLQAt)

mit den zwei Stufen:

k= flq(t), 1),
k’g = f(Q(t) -+ agklAt, t+ agAt)

Unser Ziel ist es nun, die Koeffizienten as, by und by (a; = 0 gilt nach wie
vor) so zu bestimmen, dass der lokale Fehler moglichst klein, bzw. die Feh-
lerordnung moglichst hoch ist. Hierfiir verwenden wir Idee 3 und bestimmen
den lokalen Fehler F;, mit der Taylorreihe von A und ®,. Die Taylorreihe
von A haben wir bereits als Gleichung 2.9 bestimmt. Die Taylorreihe von ®,
ist mit Gleichung 2.10 und der obigen zweistufigen Form des Runge-Kutta-
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Verfahrens:

Dy = by f + bo(f + fyaski At + frasAt
1
+ 9 (qu(GZkIAt)Z + 2fqtkla22At2 + ftt(azAt)Q) + O(At?’)

Wenn wir bedenken, dass k; = f kann man damit den lokalen Fehler F aus
Gleichung 2.4 folgendermassen angeben:

At ) ) At? A
Fp=A—-®;= (f + (qu + ft)T + (quf + fq f + qut + 2fqt + ftt>T + O<At ))
—bif — by (f‘i‘qu%At‘f‘ftazAt

+ %(qufQ((lgAt)z + qutf(CLgAt>2 + ftt<a2At>2> + O(At?’))

Wenn wir jeweils die Terme der gleichen Ordnung zusammennehmen, ergibt
das nach einigem Umformen:

Fy =A== (1= (b +b))/
+ (% - bzaz) (fof + fi)At
2
+ (fagf?(1 = 3a2°b2) + fu(1 = 3as’be) + [ f + foft + 2fa — 6fqtfa22b2)ATt
+ O(AtY)

Hier sieht man, dass die ersten beiden Summanden verschwinden, wenn die
folgenden beiden Koeffizientenbedingungen eingehalten werden:

bl+b2:1

bQCLQ = 5
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Der dritte Summand kann mit keiner Anderung der Koeffizienten auf 0 ge-
setzt werden. Der lokale Fehler wird unter Einhaltung der Koeffizientenbe-
dingungen zu:

2
Fr =(fuf?(1 = 3a9°bs) + fu(l — 3a2’bs) + f,°f + fofi + 2fu — 6fqtfa22b2)ATt + O(At")

=0(AP)

Ein Beispiel fiir eine Koeffizientenwahl ware:
1
bl == b2 == 5
a9 = 1
Damit wiirde das Verfahren folgendermassen aussehen:

At

q(t+ At) = q(t) + —-(fa(t), 1) + fla(t) + f(a(t), )AL, + At))

Das ist das sogenannte Heun-Verfahren”.

2.2.3 Runge-Kutta-Verfahren héherer Ordnung und au-
tomatische Schrittweitenkontrolle

Fiir komplexere Systeme benotigt man noch genauere Verfahren. Eine Mog-
lichkeit, dies zu erreichen, ist die Verwendung von Verfahren hoéherer Ord-
nung. Die Schritte

1. Wahl der Anzahl Stufen
2. Taylorentwicklung
3. Koeffizientenvergleich

lassen sich analog zu den hier durchgefiihrten Herleitungen auch auf die Her-
leitung von Runge-Kutta-Verfahren héherer Ordnung anwenden. Wie sie aber
sicher bemerkt haben, war es fiir die 2. Ordnung schon einigermassen miih-
sam, weshalb ich es hier nicht tun werde. Wir werden jedoch das DOP853

"Nipp, 2006, S. 82.
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verwenden. Es ist auch ein Runge-Kutta-Verfahren. Spezifisch hat es die Ver-
fahren 8., 5. und 3. Ordnung eingebettet. Es verwendet dann aber eine auto-
matische Schrittweitenkontrolle. Das Verfahren schatzt also den lokalen Feh-
ler bei jedem Iterationsschritt und basierend auf dieser Fehlerabschétzung
wird die Schrittweite automatisch angepasst, um die gewiinschte Genauig-
keit zu gewahrleisten.

2.3 Geeignetes Verfahren fiir das planare, ge-
koppelte Federpendel

Nun soll ermittelt werden, welches Verfahren fiir unser System geeignet ist.
Der entscheidende Faktor ist die Effizienz. Es soll also moglichst genau, mit
moglichst wenig Rechenzeit sein. Die Rechenzeit lasst sich in Python leicht
messen (sieche Anhang). Ein Eindruck der Genauigkeit kann erlangt werden,
indem die totale Energie gegen die Zeit geplottet wird. Je genauer das Sys-
tem ist, desto konstanter ist die totale Energie. Wir konnen also die relative
Anderung der totalen Energie, d.h.:

A E O t - E 0 t = O
Relative Anderung von E;,(t) = ¢ t(; 0 t té) )
tot\U —

Gegen die Zeit plotten, um einen Eindruck des globalen Fehlers zu bekom-
men.

2.3.1 Eignung des Runge-Kutta-Verfahrens 2. Ordnung

Als Erstes soll untersucht werden, ob das Runge-Kutta-Verfahren 2. Ord-
nung, welches wir hergeleitet haben, wirklich nicht geeignet ist. Wie sie in
Abbildung 2.4 sehen konnen, hat es nach 10 Sekunden nur einen relativen
Fehler von 10~* Prozent. Als Rechenzeit wurde 2.41 Sekunden berech-
net (aus dem gleichen Code, der zur Berechnung von Abbildung 2.4 ge-
braucht wurde). Das ist schon relativ gut. Doch nun will ich schauen, ob
es auch fiir Langzeitanalysen geeignet wire. Wie sie in Abbildung 2.5 sehen
kénnen, hat die Simulation nach 1000 Sekunden einen Fehler von 6 Pro-
zent. Das ist zu viel. Deshalb werden jetzt die Integrationsmethoden von
scipy.integrate.solve_ivp untersucht.

34



— Heun

Relative Abweichung

AL

Abbildung 2.4: Relative Anderung der totalen Energie von dem Runge-
Kutta-Verfahren 2. Ordnung iiber 10 Sekunden. Beachten Sie die Achsens-
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Abbildung 2.5: Relative Anderung der totalen Energie von dem Runge-
Kutta-Verfahren 2. Ordnung iiber 1000 Sekunden.
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2.3.2 Eignung der Verfahren von scipy.integrate.solve_ivp

In diesem Abschnitt sollen zwei der Verfahren untersucht werden, die scipy.integrate.solve_ivp
zur Verfiigung stellt®. Es wurden RK5(4) mit dem DOP853 verglichen. Bei-
des sind Runge-Kutta-Verfahren mit automatischer Schrittweitenkontrolle.
Sie sind also Methoden, die den Fehler bei jedem Iterationsschritt abschét-
zen und je nachdem wie gross er ist, passen sie die Schrittweite des Verfahrens
an. Nun wurden noch zwei Varianten, ndmlich RK5(4) mit hoher Prézision
und DOP853 mit hoher Prézision, angeschaut. Bei diesen wurde die relati-
ve Fehlertoleranz (rtol) und die absolute Fehlertoleranz (atol) verkleinert.
In der Quelle? kann das genauer nachgelesen werden. Je kleiner man rtol
und atol, desto genauer wird die Losung. Gleichzeitig erhoht sich aber da-
durch auch der Rechenaufwand. In meinem Fall habe ich: rtol = le — 10,
atol = le — 10 gesetzt, da ich eine hohe Genauigkeit méchte. Hier die Er-
gebnisse:

— RK54

1 DOP853
—— DOP853 (prazise)

RK54 (prazise)

Relative Abweichung
o
°
]

—0.01 4

Abbildung 2.6: Relative Anderung der totalen Energie fiir die Verfahren

RK5(4) und DOP853 und ihre "prézisen"Varianten mit rtol = le — 10,
atol = 1le — 10

Da in Abbildung 2.6 die prazisen Varianten nicht erkennbar sind, wurde
im Folgenden nur die prazisen Varianten geplottet. Es ist aber der gleiche

Graph wie aus Abbildung 2.6:

8SciPy, o.J.
9SciPy, o.J.
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Abbildung 2.7: Die prézisen Varianten aus Abbildung 2.6, beachten sie die
Skalierung der y-Achse um 10~°

Vergleich der Rechenzeit

Rechenzeit (s)
e e o e
w Ey w o

o
]

o
=

0.0 -
RK45 DOP853 DOP853 (prazise) RK45 (préazise)

Abbildung 2.8: Rechenzeit fiir die Berechnung mit den verschiedenen Metho-
den aus Abbildung 2.6

Wie sie in Abbildung 2.6 sehen kénnen, weicht RK5(4) nach nur 10 Se-
kunden um mehr als 2 Prozent ab. DOP853 ist da schon deutlich besser.
Es weicht um etwa 0.2 — 0.3 Prozent ab. Beide sind aber erstaunlicherweise
deutlich ungenauer als das Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung. Die préazisen
Varianten sind noch einmal deutlich genauer (Abbildung 2.7). Sie bewegen
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sich in der Grossenordnung von 1077 Prozent. RK5(4) (prézise) weicht nach
10 Sekunden um etwa 2 - 10~7 Prozent ab. Aber am besten ist die prizi-
se Variante von DOP853. Es hat nach 10 Sekunden einen relativen Fehler
in der Grossenordnung von 2 - 10=® bis 3 - 10~® Prozent, ist also um ei-
ne Grossenordnung 10* genauer als das Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung
und das, obwohl die Rechenzeit so viel kleiner ist (Abbildung 2.8). Die hohe-
re Prazision der prazisen Varianten gegeniiber ihrer nicht prézisen Varianten
spiegelt sich auch in der Rechenzeit wider. Durch das Hochschrauben der
Fehlertoleranzen dauern die Verfahren deutlich lénger. Ausserdem sind alle
vier Varianten deutlich weniger rechenintensiv als Runge-Kutta-Verfahren 2.
Ordnung. Uberraschenderweise dauert die RK5(4) (prizise) aber noch ein-
mal deutlich ldnger als DOP853 (prézise). Das liegt daran, dass DOP853
eine hohere Ordnung besitzt (8 gegeniiber 5) und dadurch weniger Schritte
fiir die gleiche Genauigkeit benotigt. Ausserdem nutzt DOP853 eine effizien-
tere Fehlerkontrolle und kann die Schrittweite besser anpassen. Insbesondere
bei hohen Préazisionsanforderungen fiihrt dies dazu, dass RK45 deutlich mehr
Schritte ausfithren muss, was die Rechenzeit erhoht. Ausserdem kénnen wir
die préazisen Methoden iiber eine langere Zeit anschauen:

0.0 4 —— DOP853 (prazise)
RK54 (prazise| )

| L
e =4
o n

Relative Abweichung
L
W

—2.04

o 200 400 600 800 1000
Zeit (s)

Abbildung 2.9: Die prézisen Varianten aus Abbildung 2.6 iiber 1000 Sekunden
beachten sie die Skalierung der y-Achse um 10~7

Auch fiir Langzeitanalysen ist also DOP853 (prézise) deutlich genauer als
RK5(4) (prazise) und das Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung. DOP853 (pré-
zise) vereint also die hohe Genauigkeit mit relativ kurzer Rechenzeit. Es ist
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also am effizientesten, weshalb im Folgenden dieses Runge-Kutta-Verfahren
verwendet wird.
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Kapitel 3

Visualisierung und Analyse
dynamischer Systeme

Wir kénnen jetzt also die Bewegungsgleichungen aufstellen und diese mit den
numerischen Methoden 16sen. Trotzdem gibt es immer noch zwei Probleme.
Einerseits die unvermeidbare Ungenauigkeit der Simulation durch Messfehler
und Fehler der numerischen Methoden. Wann das ein Problem ist, wird im
Kapitel ’Deterministisches Chaos und Ljapunow-Exponenten’ genauer ange-
schaut. Das andere Problem liegt in der vollstandigen Darstellung komplexer
Systeme. Im Allgemeinen lassen sich die Bewegungsgleichungen eines Systems
mit [ Freiheitsgraden, wie wir es mit unserem System auch schon gemacht
haben (Gleichung 2.1), folgendermassen kompakt schreiben:

i“(t) = F(Z(t),t, \)

Wobei & = (x1,...,227)" der Zustandsvektor ist. Sein Verlauf iiber die Zeit,
die sogenannte Trajektorie, ist die Losung der obigen Gleichung. Der Zustand
eines Systems ist zu jedem Zeitpunkt eindeutig durch einen solchen Punkt 7
im sogenannten Phasenraum beschrieben. Man braucht f generalisierte Ko-
ordinaten fiir die Position und f weitere Koordinaten, um zu beschreiben, wie
sich die Koordinaten veridndern, was dem Zustandsvektor und seinen Kom-
ponenten entspricht. Hinter x; kénnen sich verschiedene Grossen verbergen,
z.B. in dem Fall des planaren Federpendels Winkel und ihre Ableitungen. A
steht fiir die k£ verschiedenen Parameter. Stellen wir uns nun vor, wir wollen
alle Informationen iiber das Verhalten in einem Diagramm darstellen. Wenn
wir bestimmte Parameter auswihlen, dann braucht man 2f Achsen fiir den
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Zustandsvektor und eine Zeitachse. Es wére ein Raum mit 2f + 1 Dimensio-
nen. Zusatzlich verhélt sich ein System fiir verschiedene Kombinationen von
Parametern teilweise sehr unterschiedlich. Um die vollstédndige Vielfalt eines
Systems darzustellen, briauchte man noch einmal k£ Koordinatenachsen fiir
die Parameter. Offensichtlich ist das bei den meisten Systemen fiir den Men-
schen eine Uberforderung, da dieser Raum mehr als drei Dimensionen hitte.
Dazu kommt noch, dass das Verhalten von komplexeren Systemen oftmals
sehr unstetig (man wiirde vielleicht chaotisch sagen) und nur schwer fassbar
ist. Die Methoden zur Darstellung und Analyse von dynamischen Systemen
drehen sich alle darum, die Informationen dieses (2f + 1 4 k)-dimensionalen
Raums anschaulich zu machen und gewisse Informationen zu isolieren, al-
so sichtbarer zu machen. Im Folgenden werden wir einige dieser Methoden
kennenlernen.

3.1 Methoden zur Beschreibung dynamischer
Systeme

Eine offensichtliche Methode zur Darstellung des Systems wird dadurch er-
reicht, dass man den Phasenraum auf zwei oder drei Dimensionen projiziert
oder Komponenten davon gegen die Zeit plottet. Oft werden sogenannte Pha-
senraumdiagramme gemacht, bei welchen eine Koordinate gegen ihre zeitliche
Ableitung geplottet wird!. Das wird spéter auch gebraucht um das planare,
gekoppelte Federpendel zu beschreiben. Nun sollen einige alternative Metho-
den zur Beschreibung dynamischer Systeme erlautert werden.

3.1.1 Poincaré-Schnitte

Der Poincaré-Schnitt ist eine Methode zur Darstellung dynamischer Systeme.
Die Idee besteht darin, die Zeitabhéangigkeit zu diskreditieren. Hierfiir wird
eine N — 1 dimensionale Hyperfliche in den Phasenraum gelegt. Dann wird
jedes Mal ein Punkt auf der Hyperfliche markiert, an dem die Trajektorie
von #(t) die Hyperfliche schneidet?. Wie Sie in Abbildung 3.1 sehen konnen,
entsteht dadurch eine Reihe an Punkten 7, 75, ¥3. Man kann versuchen
einen Zusammenhang in der Abfolge der einzelnen Schnitte zu erkennen oder

'Russell, 0.J.
2Greiner, 2008, S. 447.
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man zeichnet einfach die Hyperflache mit allen Schnittpunkten und versucht
global Muster zu erkennen. Spéter wird zweiteres gemacht. Prinzipiell kann
der Schnitt auch weniger als N — 1 Dimensionen haben, nur wird es dann
immer unwahrscheinlicher, dass die Trajektorie den Schnitt auch schneidet.

x ()

X:

24

L

Abbildung 3.1: Visualisierung eines Poincaré-Schnitts in 3 Dimensionen
(21, T2, x3) mit einer Trajektorie Z(t), einer Schnittfliche ) welche mit der
T1-T9-Ebene identisch ist und drei Durchstosspunkten ¥, 7, 73

3.1.2 Deterministisches Chaos und Ljapunow-Exponenten

Deterministisches Chaos scheint erst ein Widerspruch zu sein. Gemeint ist,
dass obwohl das System eindeutig durch die Bewegungsgleichung beschrie-
ben ist, scheinbar zufélliges Verhalten auftritt. Charakteristisch fiir solche
Systeme ist, dass kleine Anderungen der Anfangsbedingungen grosse Aus-
wirkungen auf den Verhalten des Systems haben. Wenn sich aber ein System
aufgrund kleiner Anderungen der Anfangsbedingen léangerfristig stark unter-
scheidet, dann fiihrt das sowohl auf experimenteller als auch auf numerischer
Ebene zu Problemen. Auf experimenteller Ebene ist das Problem, dass man
die Anfangsbedingungen fiir ein System nicht mit unbegrenzter Genauigkeit
bestimmen kann, da es immer einen Messfehler geben wird. Man kann nur sa-
gen, dass die Anfangsbedingungen in einem bestimmten Bereich liegen. Also
z.B. der Ball liegt in einer Hohe von 10(1) Meter. Bei chaotischen Syste-
men kommt es aber sehr darauf an, was genau die Anfangsbedingungen sind.
Wenn man das System mit den unklaren Anfangsbedingungen versucht zu si-
mulieren, ergibt sich ein zweites Problem. Bei numerischen Verfahren gibt es
zwangslaufig bei jedem Iterationsschritt einen gewissen lokalen Fehler. Nun
addieren sich diese Fehler aber nicht mehr linear zu einem globalen Fehler,
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sondern jeder lokale Fehler wachst, da zwei unterschiedliche Trajektorien im
Phasenraum sich in chaotischen Systemen auseinander bewegen. Dadurch
werden die numerischen Vorhersagen fiir chaotische Systeme schneller un-
vertrauenswiirdig. Das Problem chaotischer Systeme besteht also darin, dass
Messfehler und numerische Verfahrensfehler nicht vermieden werden kénnen
und diese Fehler a priori schnell zu falschen Ergebnissen fiihren.

Als Beispiel kann man unser System verwenden. Wie Sie in Abbildung
3.2 sehen konnen, verursacht ein Unterschied in den Anfangsbedingungen
um 0.0001 bereits nach spatestens 14 Sekunden vollkommen unterschiedli-
ches Verhalten von ~y. Es ist eindeutig chaotisch. Nun kann man sich vorstel-
len, dass verschiedene Systeme unterschiedlich schnell, unterschiedlich stark
auf Anderungen der Anfangsbedingungen reagieren. Das kann mit dem so-
genannten Ljapunow-Exponenten bestimmt werden.

Zeitlicher Verlauf von & fir zwei leicht verschiedene Anfangsbedingungen

15 - n
- Y

10

—10 4

—15 4

T
0 5 10 15 20 25 30
Zeit [5]

Abbildung 3.2: Verldufe fiir 7. 7y und 7, unterscheiden sich nur in der An-
fangsbedingung fiir v(¢ = 0), ndhmlich 71 (¢ = 0) = 1 und ~,(¢ = 0) = 1.0001.

Ljapunow-Exponent

Wir wollen untersuchen, wie empfindlich ein System auf eine Anderung der
Anfangsbedingungen reagiert. Wir koénnen dafiir zwei Bahnen 7; und Z5 be-
rechnen. Diese zwei Bahnen unterscheiden sich in ihren Anfangsbedingungen
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um eine kleine Verschiebung €(0) = #5(0) — #,(0). Wir wollen untersuchen,
wie sich die Verschiebung €(t) zwischen den beiden zwei Bahnen mit dem
Zusammenhang:

To(t) — 71(t) = &(t)

entwickelt. Wird die Norm ||€(t)|| mit der Zeit grosser, so ist das System chao-
tisch. Wenn wir €(¢) linear approximieren, dann gilt im Bereich der linearen
Approximation der folgende Zusammenhang zwischen der Ausgangsverschie-
bung €(0) und €(t):

1)l =~ ll€)le™,

Wobei A der sogenannte Ljapunow-Exponent ist®. Je nach Richtung der An-
fangsverschiebung gibt es verschiedene Ljapunow-Exponenten, weshalb man
von einem Spektrum an Ljapunow-Exponenten spricht. Den grossten nennt
man maximalen Ljapunow-Exponent (MLE), und er ist folgendermassen ge-
geben?:

y NGO

t—oo l€0)|—0 t  ||€(0)]|

)\max =

Es ist einfach die obere Gleichung nach A aufgelost. Dann ldsst man ¢ gegen
unendlich gehen, da dann der MLE dominiert. Dafiir muss aber ||€(0)]| gegen
null gehen, da man sich nur dann iiber den gesamten Zeitraum im Bereich
der linearen Approximation befindet.

Numerische Berechnung des MLE

Es gibt mehrere Griinde, weshalb die obige Definition fiir numerische Kal-
kulationen nicht geeignet ist. Es ist nicht sinnvoll entsprechend lim; ...,
limy ¢(0)|—0 sehr grosse ¢ und kleine [|€(0)|| auszuwéhlen. Bei zu kleinem ||€(0) ||
und zu grossem t ist der Fehler schnell grosser als die tatsdchliche Separa-
tion. Ausserdem weiss man nicht genau, wie lang der Bereich der linearen
Approximation ist, da ||€(0)| nicht tatsdchlich der Limes gegen null ist. Zu-
dem passiert es bei chaotischen Systemen oft, dass die beiden Trajektorien
sehr schnell voneinander entfernen®. Um also stabile und exakte Ergebnisse
zu erhalten, muss der Ansatz leicht angepasst werden.

Man bestimmt wieder eine Startverschiebung ||€(0)]|. Nun berechnet man
eine Iteration der beiden Trajektorien #; und Z5 und berechnet damit ||€(¢)]|.

3Guan, 2014, S. 1.
4Guan, 2014, S. 2.
5Qreiner, 2008, S. 464.
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Abbildung 3.3: Bei der numerischen Berechnung des MLE nimmt man bei
jedem Iterationsschritt eine Renormierung vor.

(9

Damit kann ein erster MLE berechnet werden. Nun wird die Verschiebung
normalisiert, d.h. es wird wieder von Startverschiebung ausgegangen (man
kann es auch mit einer Konstante ¢ < 0 multiplizieren, um die Richtung der
Verschiebung zu erhalten). Dann wird mit dem gleichen Verfahren ein MLE
fiir die alle Iterationsschritte berechnet. In Abbildung 3.3 sieht man sehr
anschaulich, wie das Verfahren funktioniert. Am Ende berechnet man das
Mittel aus den verschiedenen Ljapunow-Exponenten der Iterationsschritte,
um eine gute und stabile Schitzung des MLE’s zu erhalten.®

3.2 Analyse des planaren, gekoppelten Feder-
pendels fiir unterschiedliche Anfangsbedin-
gungen

In diesem Abschnitt werden die entwickelten Methoden dafiir verwendet das
planare, gekoppelte Federpendel zu untersuchen. Es wird untersucht, wie
verschiedene Anfangsbedingungen das System beeinflussen. Hierfiir wurden
bestimmte Parameter ausgewahlt (M = 3,1y = 1,k = 20,m; = 2,my =
2,71 = 1,79 = 1) und auch alle Anfangsbedingungen bis auf v(0) bestimmt
(0(0) = m,4(0) = 0,0(0) = 0) . Spezifisch wurde untersucht, wie sich das
System fiir 0 < v(0) < 7 verhélt. Nun stellt sich die Frage nach einer iiber-
sichtlichen Darstellung. Wegen der Symmetrie des Systems wird es reichen,

6Sprott, 2015.
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Abbildung 3.4: Phasendiagramme fiir verschiedene Anfangsbedingungen
7(0). Auf der horizontalen Achse ist v und auf der vertikalen 4 aufgetra-
gen

einen der Winkel anzuschauen, um einige Charakteristika des Systems her-
auszufinden. Man konnte die Zeitabhéngigkeit von 7(¢) oder die Trajektorie
im dreidimensionalen Phasenraum von +, 7, ¢ darstellen. Eine iibersichtliche
Darstellung der Trajektorie kann in diesem Fall durch ein Phasenraumdia-
gramm von -7y erreicht werden, da dort auch periodisches Langzeitverhal-
ten kompakt dargestellt werden kann. In Abbildung 3.4 sehen Sie, wie dieses
Phasenraumdiagramm fiir verschiedene Anfangsbedingungen ~(0) aussieht.
Das System wurde dafiir iiber 100 Sekunden berechnet. Die ersten 10
Sekunden wurden aber weggelassen, da uns nur das Langzeitverhalten und
nicht der Einschwingvorgang interessiert. Die Phasendiagramme sind jeweils
auf einen gewissen Bereich eingeschrankt. Das liegt primér an der Konstanz
der totalen Energie. Wegen der speziellen Anfangsbedingungen kann sich das
System auch nicht iiberschlagen, da die dafiir gebrauchte potentielle Energie
zu gross ware. Das System ist also in Richtung beider Achsen eingeschrénkt.
Man sieht, dass das System bei v(0) = 0.1 periodisch ist, da die Trajektorie
geschlossen ist. Es hat einen grossen und einen kleinen Zyklus, auf welchem
die maximale Auslenkung und Winkelgeschwindigkeit kleiner sind. Wéhrend
das eine Pendel auf dem grossen Zyklus ist, ist das andere Pendel auf dem
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Abbildung 3.5: Ausschnitt aus dem Phasendiagramm fiir v(0) = 0.4.

kleinen Zyklus. Auch das kann mit Energieerhaltung begriindet werden. Mit
grosserem (0) = 0.4 tritt eine Periodenvervielfachung auf, d.h. das System
hat jetzt mehre Schwingungsziige, auf denen sich das System bewegt und
wechselt. Das Wechseln sieht man in dem Ausschnitt (Abbildung 3.5) aus
dem Phasendiagramm sehr schén. Fiir 4(0) = 0.7 gab es noch mehr Peri-
odenvervielfachung. Ausserdem scheint es einen zweiten markanten grossen
Zyklus zu geben. Fiir 4(0) = 1 ist durch die vielen Periodenvervielfachun-
gen fast der ganze Raum aufgefiillt. Nun passiert etwas sehr Interessantes.
Fir v(0) = 1.4 sind wieder gewisse geschlossene Bahnen erkennbar, denen
das System aber nicht exakt folgt. Man nennt ein solches Verhalten quasi-
periodisch”. Und fiir v(0) = 1.8 ist das System wieder periodisch, da man
geschlossene Bahnen hat, denen das System relativ genau folgt. Fiir grossere
7(0) ist keine klare Struktur mehr erkennbar. Das System schwankt fliis-
sig zwischen verschieden grossen Zyklen und fiillt so den Phasenraum aus.
Sie sind chaotisch. Wie chaotisch, kann mit dem Ljapunow-Exponenten un-
tersucht werden. Mit dem maximalen Ljapunow-Exponenten berechnet fiir
die verschiedenen Anfangsbedingungen, lisst sich dieser Ubergang ins Chaos

zeigen (Abbildung 3.6).

"Spektrum, 2000a.
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Abbildung 3.6: Maximaler Lyapunov Exponent fiir verschiedene Anfangsbe-
dingungen ~(0).

Fiir 0 < v(0) < 1.8 ist der maximale Ljapunow-Exponent relativ konstant
niedrig. Nur bei den periodischen Losungen (0) = 0.1, 1.8 ist er noch etwas
kleiner. Doch fiir 1.8 < 7(0) schnellt der maximale Ljapunow-Exponent nach
oben. Dort wird das System richtig chaotisch.

Das Gleiche lésst sich auch mit Poincaré-Schnitten visualisieren. Als Schnitt-
bedingung wurde v = 0 gewihlt. Als Schnittebene wurde die #-6-Ebende
gewdhlt. Es sollten nur die Schnittpunkte aufgetragen werden, bei denen die
Trajektorie von derselben Seite der Ebene kommen, weshalb eine zweite For-
derung 4 > 0 hinzugefiigt wurde®. Fiir periodisches Verhalten wiren einzelne
Punkte erwartet, fiir quasiperiodisches Verhalten eine Kurve die kein Fléiche
fiillt und fiir chaotisches Verhalten sollte es ganze Flichen auffiillen®. In der
Abbildung 3.7 sieht man wie erwartet (fast) periodisches Verhalten. In Ab-
bildung 3.8 sieht man auch wie erwartet eine geschlossene Kurve die dem
quasiperiodischen Verhalten entspricht. In beiden Abbildungen sind es aber
nicht exakt Punkte oder Linien. Das deutet darauf hin, dass nicht die exakten
periodischen /quasiperiodischen Bereiche getroffen wurden.

8Richter und Scholz, 0.J. S. 11.
9Stein, o0.J.
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Wo)=18

Abbildung 3.8: Poincaré-Schnitt fiir (0) = 1.4, x-Achse: 0, y-Achse: 0

In Abbildung 3.9 sieht man das chaotische Regime. Die Schnittpunkte
fiillen den homogen fast den ganzen Raum auf.
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WO =31

Abbildung 3.9: Poincare-Schnitt fiir 4(0) = 3.1, x-Achse: 6, y-Achse: 0

Noch besser sicht man den Ubergang in einem sogenannten Bifurkations-
diagramm. Hierfiir wurde das System auch wieder durchgerechnet fiir ver-
schiedene v(0). Da sich 4 und 0 immer um null bewegen, ist zu erwarten,
dass sie regelméssig den Wert Null annehmen. In dem Bifurkationsdiagramm
wurde angeschaut, welchen Wert 4 annimmt, wenn 6 = 0 ist. Es ist also eine
Art Poincaré-Schnitt. Wenn das System periodisch ist, dann wére erwartet,
dass 4 immer die gleichen bestimmte Werte annimmt, wenn 6 = 0. In Ab-
bildung 3.10 sieht man ein solches Diagramm. Hier siecht man sehr schon,
wie die Trajektorien durch die verschiedenen Anfangsbedingungen zustande
kommen. Fiir kleine Werte von v(0) ist das System periodisch. Dann kommt
es zu den ersten Periodenvervielfachungen, was den Veristelungen im Dia-
gramm entspricht, da dann 7 verschiedene Werte hat, wenn 0(0) =0 . Fiir
7(0) = 0.7 konzentriert es sich wieder etwas auf zwei Regionen, weshalb man
in den Phasendiagrammen die beiden 6fter befahrenen Zyklen hat. Es kon-
zentriert sich aber nicht auf zwei Punkte, weshalb kein periodisches Verhalten
auftritt. Dann kommen sehr viele Verastelungen, die sich dann tiberlappen,
was zu den vielen Periodenvervielfachungen fiihrt. Bei v(0) &~ 1.4 ist es teil-
weise wieder konzentrierter, weshalb dort das quasiperiodische Verhalten auf-
tritt. Dann veréstelt es sich aber wieder und somit héangt es nicht mit dem
periodischen Verhalten bei 7(0) ~ 1.8 zusammen. Dort konzentriert es sich
wie bei dem Poincaré-Schnitt noch einmal auf fiinf Punkte. Fiir 1.8 < ~(0)
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Abbildung 3.10: Bifurkationsdiagramm fiir verschiedene ~(0)

verteilen sich die Punkte fast homogen, was dem chaotischen Bereich ent-
spricht. Man erkennt also klar, dass das Beispiel ein Fall von Chaos durch
Periodenverdopplung ist .

Eine Analyse, wie sie hier gemacht wurde, kdnnte jetzt auch fiir die an-
deren Parameter gemacht werden, um ein ganzheitlicheres Bild des Systems
zu bekommen.

10Schuster, 2000.
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Schlusswort

Um zu verstehen, wie ein System wie das planare, gekoppelte Federpendel
beschrieben werden kann, mussten einige zentrale Konzepte verstanden wer-
den. Sie konnen unter der Frage:

Wie konnen komplexe, dynamische Systeme beschrieben wer-
den?

zusammengefasst werden. Die Frage wird in der Arbeit zwar minimalis-
tisch, aber in den wichtigsten Punkten trotzdem vollstandig beantwortet.

Dazu wurde im ersten Kapitel ein praktischer Weg zur Bestimmung der
Bewegungsgleichung von holonomen Systemen entwickelt. Unter Zuhilfenah-
me der holonomen Zwangsbedingungen konnen die generalisierten Koordina-
ten bestimmt werden. Mit diesen muss die Lagrangefunktion:

L=T-V

ausgedriickt werden. Fiir diese Funktion wurde iiber das d’Alembertsche
Prinzip die Lagrange-Gleichung hergeleitet:

i (G_L) — 3_L =0 fiir jedes «
dt \ 0qq, 0Ga
Diese wurde am Ende von Kapitel 1 auf das planare, gekoppelte Federpendel
angewendet.

Von den Lagrange-Gleichungen erhilt man einen Satz an Bewegungsglei-
chungen. Wenn sie mit einem Anfangswert spezifiziert wird, dann erhélt man
ein Anfangswertproblem:



Dieses ist fiir viele Systeme aber analytisch nicht 16sbar. Deshalb wurden
numerische Verfahren eingefiihrt. Es wurden die grundlegenden Ideen eines
Runge-Kutta-Verfahrens vorgestellt. Diese sind die Iteration, der Runge-
Kutta-Ansatz und die Koeffizientenbestimmung durch Vergleich der Tay-
lorentwicklung. Man unterteilt in einem solchen Verfahren das System in
Teilschritte. Dann wird versucht, diesen Teilschritt durch ein gewichtetes
Mittel verschiedener f(q(t),t) zu approximieren. Das ist der Runge-Kutta-
Ansatz. Um die Koeffizienten, die Komponenten und die Gewichtung der
Komponenten bestimmen, optimal zu wéahlen, wird die Differenz der Tay-
lorentwicklung einer perfekten Losung mit der des Runge-Kutta-Ansatzes
verglichen und dann minimiert. Nun stellte sich die Frage nach der Darstel-
lung dieser numerisch erlangten Daten. Wegen der vielen Dimensionen, die
im Spiel sind, und der Komplexitat (Chaos) des Verhaltens ist das ein Pro-
blem. Mit Phasenraumdiagrammen, Poincaré-Schnitten und dem maximalen
Ljapunow-Exponenten wurden drei Wege vorgestellt, damit umzugehen.

Die theoretischen Teile wurden auf das planare, gekoppelte Federpendel
angewendet. Es wurden die Bewegungsgleichungen und ein passendes nume-
risches Verfahren ermittelt. Im dritten Kapitel wurde der Ubergang ins Chaos
fiir verschiedene Anfangsbedingungen gezeigt und erklart.

Es wurde also die zentralsten Punkte vom d’Alembertschen Prinzip bis
zur Beschreibung von Chaos theoretisch erlautert und am gekoppelten pla-
naren Federpendel praktisch angewendet.
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Anhang A
Code

Hier wird der Code fiir die Erstellung der Abbildungen aufgefiihrt. Uber
den jeweiligen Boxen wird angegeben, fiir welche Abbildung(en) der Code
gebraucht wurde.

A.1 Mathematica Code

Abbildung 2.1

sol = DSolveValue [{y’[x] == y[x]*x"2 - yl[x], y[1] ==
1}, y[x]1, x]
Show [StreamPlot [{1, y*x~2 - y}, {x, -2, 2}, {y, -4,
411,
Plot[sol, {x, -4, 4}, PlotStyle -> Redl]]

N

A.2 Python Code

Das ist der Basiscode, der fiir alle anderen Berechnungen benutzt wurde. Er
wird hier einmal angefiihrt, um unnétige Repetition zu vermeiden.

I|import numpy as np

2l import matplotlib.pyplot as plt

s from scipy.integrate import solve_ivp
| import sympy as smp
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6/t, rl, r2, ml, m2, k, MO, 10 = smp.symbols(

)

thel, the2 = smp.symbols( , cls=
smp . Function)

thel = thel(t)
the2 = the2(t)
thel_d = smp.diff (thel, t)

;5 the2_d = smp.diff (the2, t)

thel_dd = smp.diff (thel_d, t)
the2_dd = smp.diff (the2_d, t)
x1 = -smp.sin(thel)*ril

y1l = smp.cos(thel)x*ril

x2 = -smp.sin(the2)*r2

y2 = smp.cos(the2)*r2 + MO

T=smp.Rational (1,2) * ml * (smp.diff(xl,t)**2 + smp.
diff (y1,t)**2) \
+smp.Rational (1,2) * m2 * (smp.diff (x2,t)**2 +
smp.diff (y2,t) **2)
V = smp.Rational (1,2)*k*(smp.sqrt((smp.sin(thel)x*rl-
smp.sin(the2)*r2)**2 + (smp.cos(the2)*r2+MO-smp.
cos (thel)*rl)*x*2) -10) x*2

| L=T-V
LE1l = smp.diff (L, thel) - smp.diff (smp.diff (L, thel_d
), t).simplify ()
LE2 = smp.diff (L, the2) - smp.diff (smp.diff (L, the2_d

), t).simplify ()

j|sols = smp.solve([LE1l, LE2], (thel_dd, the2_dd),

simplify=False, rational=False)

#zur Berechnung der Bewegungsgleichung
#print (sols)

dzidt_f = smp.lambdify ((t,k,10,ml,m2,rl1,r2, MO, thel,
the2,thel_d,the2_d), sols[smp.Derivative (thel, (t,
2))1)
dz2dt_f = smp.lambdify((t,k,10,ml,m2,rl1,r2, MO, thel,
the2,thel_d,the2_d), sols[smp.Derivative(the2, (t,
2))1)
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dtheldt_f
dthe2dt_f

smp . lambdify (thel_d, thel_d)
smp . lambdify (the2_d, the2_d)

I

def dSdt(t, S, k, 10, ml1, m2, rl1, r2):

thel, z1, the2, z2 = S

dthel_dt = dtheldt_f(z1)

dz1l_dt = dzildt_£f(t,k,10,ml1,m2,r1,r2,M0,thel ,h the2,
z1,z2)

dthe2_dt = dthe2dt_f (z2)

dz2_dt = dz2dt_f(t,k,10,ml1,m2,rl1,r2,M0,thel,the2,
z1,z2)

return [dthel_dt, dzl_dt, dthe2_dt, dz2_dt]

t = np.linspace (0, 40, 1001)

k = 20
ml=2

m2=2

ri =1
r2 =1
10 = 1
MO = 3

53 thel0 = 1.82

the20 = np.pi

thel_d0 = 0

the2_d0 = 0

initial_conditions = [thel0, thel_d0, the20, the2_dO0]

ans = solve_ivp(dSdt, (0, t.max()), t_eval=t, args=(k
, 10, mi, m2, rl, r2), yO=initial_conditions)

thel = ans.y[0]

thel_d = ans.yl[1]

the2 = ans.y[2]

2l the2_d = ans.y[3]

Abbildungen 2.4, 2.5

N

def heun_schritte(t, S, dt, func, k, 10, ml, m2, ri,
r2):
S_pred = S + dt * np.array(func(t, S, k, 10, ml,
m2, rl, r2))
S_corr = S + (dt / 2) * (
np.array (func(t, S8, k, 10, ml, m2, rl, r2)) +
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np.array (func(t + dt, S_pred, k, 10, ml, m2,
rli, r2))
)

return S_corr

dt = t[1] - t[o]
schritte = len(t)
S = np.zeros((schritte, 4))

S[0] = initial_conditions
time_start = time.time ()
for i in range(schritte - 1):

S[i + 1] = heun_schritte(t[i], S[i], dt, dSdt, k,
10, ml1, m2, r1, r2)

7/ltime_end = time.time ()

#Berechnung der Rechenzeit
print ("Rechenzeit: ", time_end - time_start)

def Toatale_Energie(S, rl, r2, ml, m2, k, 10, MO):
thel_werte, thel_d_werte, the2_werte,
the2_d_werte = S.T
thel = thel_werte

the2 = the2_werte

thel_d = thel_d_werte

the2_d = the2_d_werte

x1_d = -np.cos(thel) * thel_d * ril

yl_d = -np.sin(thel) * thel_d * ril

x2_d = -np.cos(the2) * the2_d * r2

y2_d = -np.sin(the2) * the2_d * r2

T_werte = 0.5 * ml * (x1_d#**2 + yl_d**2) + 0.5 x

m2 * (x2_d**2 + y2_dxx*2)

x1 = -np.sin(thel) * ri
yl = np.cos(thel) * ri
x2 = -np.sin(the2) * r2

y2 = np.cos(the2) * r2 + MO
V_werte = 0.5 * k * (np.sqrt((np.sin(thel)*rl-np.
sin(the2) *r2) *x*2 +
(np.cos(the2)*r2+MO-np.cos(thel)*rl)
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i|plt
7Iplt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

*¥%x2) -10) *x*2

E_tot = T_werte + V_werte
E_diff = (E_tot - E_tot[0]) / E_tot[0]
return E_diff

s|E_diff = Toatale_Energie(S, ril, r2, mi, m2, k, 10, MO

)

.figure(figsize=(10, 6))

plot(t, E_diff, label= "Heun", color="blue")
legend ()

xlabel ("Zeit (s)")

ylabel ("Relative Abweichung")

grid (True)

show ()

Abbildungen 2.6, 2.7, 2.8, 2.9

def

Toatale_Energie(ans, rl, r2, mi, m2, k, 10, MO):
thel = ans.y[0]

the2 = ans.y[2]

thel_d = ans.y[1]

the2_d = ans.y[3]

x1_d = -np.cos(thel) * thel_d * ril

yl_d = -np.sin(thel) * thel_d * ril

x2_d = -np.cos(the2) * the2_d * r2

y2_d = -np.sin(the2) * the2_d * r2

T_werte = 0.5 * ml * (x1_d#**2 + yl_d**2) + 0.5 x

m2 * (x2_d**2 + y2_dxx*2)

x1 = -np.sin(thel) * ri
yl = np.cos(thel) * ri
x2 = -np.sin(the2) * r2

y2 = np.cos(the2) * r2 + MO
V_werte = 0.5 * k * (np.sqrt((np.sin(thel)*rl-np.
sin(the2) *r2) *x*2 +
(np.cos(the2)*r2+MO-np.cos (thel)*rl)
*%2) -10) *%2

E_tot = T_werte + V_werte
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E_diff = (E_tot - E_tot[0]) / E_tot[0]

return E_diff

timing_results = {}

start_time = time.time ()

ans = solve_ivp(dSdt, (0, t.max()), yO=
initial_conditions, t_eval=t, method= , args
=(k, 10, m1, m2, rl, r2))

timing_results ["RK45"] = time.time ()

start_time = time.time ()

ansl = solve_ivp(dSdt, (0, t.max()),

- start_time

y0=

initial_conditions, t_eval=t, method= s

args=(k, 10, ml, m2, rl, r2))

timing_results ["DOP853"] = time.time() - start_time

start_time = time.time ()

55/ ans2 = solve_ivp(dSdt, (0, t.max()),

yo=

initial_conditions, t_eval=t, method= s
rl, r2), rtol=1

args=(k, 10, ml, m2,

e-10, atol=1e-10)
timing_results ["DOP853 (pridzise)"] =
start_time

10, MO)
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time.time ()

start_time = time.time ()
ans3 = solve_ivp(dSdt, (0, t.max()), yO=
initial_conditions, t_eval=t, method= , args
=(k, 10, m1, m2, rl, r2), rtol=1e-10, atol=1e-10)
timing_results ["RK45 (prédzise)"] = time.time() -
start_time
jE_diff = Toatale_Energie(ans, rl, r2, mi, m2, k, 10,
MO)
E_diff_1 = Toatale_Energie(ansl, rl, r2, ml, m2, k,
10, MO)
slE_diff_2 = Toatale_Energie(ans2, rl, r2, ml, m2, k,
10, MO)
E_diff_3 = Toatale_Energie(ans3, rl, r2, ml, m2, k,




plt.figure(figsize=(8, 5))
plt.bar(timing_results.keys (),

(), color=["blue", "orange",
plt.ylabel ("Rechenzeit (s)")
siiplt.title("Vergleich der Rechenzeit")
plt.show ()

timing_results.values
"green", "yellow"])

s5|plt.figure(figsize=(10, 6))

s6|plt.plot(t, E_diff, label= "RK54", color="blue")

s71plt.plot(t, E_diff_1, label="D0P853", color="orange")

ss|plt.plot(t, E_diff_2, label="DOP853 (prazise)", color
="green")

so|plt.plot(t, E_diff_3, label="RK54 (préazise)", color="
yellow")

6o|plt.xlabel ("Zeit (s)")

s1|plt.ylabel ("Relative Abweichung")

62| plt . grid (True)

63l plt.legend O

61| plt . show ()

Abbildung 2.5, 2.9

1 t = np.linspace (0, 1000, 100001, dtype=np.float64
)
Abbildung 3.2
1/t = np.linspace(0, 30, 1001, dtype=np.float64)
2|thel0 = 1
35/ the20 = 0
| thel_d0 = 0
5| the2_d0 = 0
¢s/initial_conditions = [thel0, thel_d0, the20, the2_dO0]
7lans = solve_ivp(dSdt, (0, t.max()), yO=
initial_conditions, t_eval=t, method= s
args=(k, 10, ml, m2, rl, r2), rtol=1le-10, atol=1le
-10)
s|thel = ans.y[0]
ol the2 = ans.y[2]
| thel_d = ans.y[1]
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11|the2_d = ans.y[3]

3|#leichte &nderung der anfangsbedingungen

14| thel100 thel0+0.0001

15| the200 0

16| thel_d00 = O

the2_d00 = 0

15l initial_conditions_pert = [thel100, thel_d00, the200,
the2_d00]

1v/ans0 = solve_ivp(dSdt, (0, t.max()), yO=
initial_conditions_pert, t_eval=t, method=

, args=(k, 10, ml, m2, rl, r2), rtol=1e-10, atol=1

~

e-10)
20/ thel0 = ans0.y[0]
21{the20 = ansO0.y[2]

22| thel_d0 = ansO.y[1]
23 the2_d0 = ans0.y[3]
21| plt.figure ()

25| plt.plot(t, thel, label= , color= )

2| plt.plot(t, thel0, label= , color= )
271 plt . xlabel ( )

x| plt.ylabel ( )

| plt.title (

s0/plt.legend ()
siiplt.grid(True)
32 plt . show O

Abbildung 3.4

t = np.linspace(0, 100, 20000, dtype=np.float64)
the20 = np.pi

3 thel_d0 =
the2_d0 =

N

0
0

angles = (0.1, 0.4, 0.7, 1.0, 1.4, 1.8, 2.2, 2.6,
3.1)
7lnum_plots = len(angles)
s|fig, axs = plt.subplots((num_plots + 2) // 3, 3,
figsize=(12, 12))
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for idx, thel0 in enumerate (angles):
initial_conditions = [thel0, thel_dO
the2_d0]
ans = solve_ivp(dSdt, (0, t.max()),

, the20,

yo0=

initial_conditions, t_eval=t, method= s

args=(k, 10, ml, m2, ri1, r2, MO)
atol=1e-10)
thel = ans.yl[0]

thel_d = ans.y[1]
cutoff = int (0.1 * len(thel_d))
thel_d = thel_d[cutoff:]

thel = thel[cutoff:]

ax = axs[idx // 3, idx % 3]

ax.plot (thel, thel_d, color= )
ax.set_title (f"$\gamma (0)={thelO}$"
ax.set_xlabel (

, rtol=1e-10,

)

Abbildung 3.6

def lyapunov_exponent (anfangsbedingung,
args) :
delta0 = 1e-8
SO = np.array(anfangsbedingung)

t_span, dt, *

perturbation = delta0 * np.random.randn(len(S0))

total_lyapunov = O
steps = int((t_span[1] - t_span[0])

for i in range(steps):
t0 t_span[0] + i * dt
t1 t0 + dt
soll = solve_ivp(dSdt, [tO0, t1],

/ dt)

50, args=

args, t_eval=[tl1], rtol=1e-10, atol=1e-10)

sol2 = solve_ivp(dSdt, [tO0, t1],
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perturbation, args=args, t_eval=[tl], rtol
=1e-10, atol=1e-10)

14 SO = soll.y[:, -1]

15 perturbation = sol2.y[:, -1] - SO

16 diff = np.linalg.norm(perturbation) + le-12
17 total_lyapunov += np.log(diff / deltal)

18 perturbation *= deltaO / diff

20 return total_lyapunov / (steps * dt)

22| t_span (0, 100)
23dt = 0.
21/ winkel = np.arange(0, np.pi, 0.1)

25| lyapunov_array = []

6] for i in tqdm(range(len(winkel))):

27 anfangsbedingung = [winkel[i], 0.0, np.pi, 0.0]
28 lyapunov = lyapunov_exponent (anfangsbedingung,
t_span, dt, k, 10, ml1, m2, rl1, r2, MO, dzldt_f
, dz2dt_f, dtheldt_f, dthe2dt_f)

29 lyapunov_array.append (lyapunov)

[y

311 plt.plot (winkel, lyapunov_array)

32| plt.xlabel( )

33 plt.ylabel ( )
zlplt.show()

Abbildungen 3.8, 3.7, 3.9

-

t_stop = 10000

t = np.linspace(0, t_stop, 1000000)
si#fir thelO0 = 3.1 wurde ladnger simuliert
#thelO0 = 3.1

#t_stop = 30000

¢/#t = np.linspace (0, t_stop, 3000000)
thel0 = 1.4

#thel0 = 1.8

the20 = np.pi

thel_dO0 = 0

the2_d0 = 0

initial_conditions = [thel0, thel1_d0, the20, the2_dO]

N

~

e

=
N
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;|sol = solve_ivp(dSdt, (0, t_stop), yoO=

initial_conditions, t_eval=t, method= ,
args=(k, 10, ml, m2, rl, r2), rtol=1le-13, atol=1le
-13)

s|thel = sol.y[0]
|zl = sol.yl[1]
7| the2 = sol.yl[2]

z2 = sol.yl[3]

poincare_points = np.array([[the2[i], z2[i]] for i in
range (len(t) - 1) if thel[ilxthel[i+1] < 0 and =z1
[il > ol)

plt.figure(figsize=(10, 10))
plt.scatter (poincare_points[:,0], poincare_points
[:,1], s=0.1)

| plt.xlabel ( )
|plt.ylabel( )

plt.title( )
plt.show ()

Abbildung 3.10

t = np.linspace (0, 40, 11000, dtype=np.floaté4)

si#Bifurkations diagramm

winkel = np.arange(0, np.pi, 0.01)

sibifurkation = []

for thel0 in winkel:
initial_conditions = [thel0, O, np.pi, O]
ans = solve_ivp(dSdt, (0, t.max()), yO=
initial_conditions, t_eval=t, method= ,
args=(k, 10, ml, m2, rl1, r2, MO), rtol=1le-10,
atol=1e-10)

thel = ans.yl[0]
thel_d = ans.y[1]
the2 = ans.y[2]
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bifurcation_data
x_vals,

plt.
plt.
plt.
plt.
3| plt .

the2_d

cutoff
thel
thel_d
the2
the2_d

for i in range (1,
if the2_d[i-1]

t

t

ans .y [3]

int (0.2 * len(the2_d))
hel [cutoff :]

thel_d[cutoff:]
he2[cutoff :]

the2_d[cutoff :]

len(the2_d)):

bifurkation.append ((thelO,

* the2_d[i] < O0:

thel_d[il]))

np.array(bifurkation)

y_vals = bifurcation_datal:, 0],
bifurcation_datal:, 1]
figure(figsize=(10, 6))
scatter (x_vals, y_vals, s=0.1, color= )
xlabel ( )
ylabel ( )
show ()
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